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1. Uvod

Rotor pfi svém rozbéhu, dobéhu a i provozu pracuje v jistém okoli vlastnich frekvenci
a pfi jejich mijeni dochazi k rezonan¢nim jeviim s vice ¢i méné intenzivnimi vibracemi stroje.
Tyto jevy nejsou jen nepiifjemné, ale jsou i $kodlivé jak pro ¢lovéka tak i prostfedi. Clovéka
obtézuji hlukem i chvénim, stroj pak zvysenym dynamickym namahanim, které se mtize projevit
ve snizeni zivotnosti Casti stroje jako jsou loziska, potrubi, kryty a v nepiiznivém pripadé
i vlastni rotory a jejich lopatky. Vysoké hladiny vibraci vedou i k degradaci materialu zakladi.
Pric¢inou vibraci je vnéjsi buzeni, které ma z valné ¢asti sviij ptivod v nevyvazenych rotujicich
hmotnostech.

2. Citlivost rotoru na nevyvazenost

Jiz v roce 1967 ukazal Skyba [5] na konkrétnim turbinovém rotoru, Ze existuje (na rozdil
od systému s jednim stupném volnosti) jisté optimalni tlumeni, p¥i némz je odezva rotoru na
nevyvazek minimalni. Pro vysvétleni tohoto jevu jsme studovali chovani nehmotného rotoru [6]
o ohybové tuhosti k, nesouciho disk o hmotnosti m, uprostied rozpéti mezi dvéma izotropnimi
lozisky, kazdé o tuhosti k a koeficientu utlumu b. Predpokladali jsme, Ze rotor otacejici se
konstantni thlovou rychlosti w je buzen nevyvazkem u = pr o hmotnosti p upevnéné na
poloméru r. Zavedeme-li bezrozmérné parametry
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miizeme odvodit citlivost rotoru na nevyvazek pti libovolné konstelaci parametrii o, p, ¢ ve tvaru
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Tento vztah popisuje amplitudovou charakteristiku relativni odezvy v zavislosti na konstrukd-
nich parametrech a frekvenci rotace. Kritické otacky najdeme z podminky extrému kvadratu
funkce z rov. (2). Ty nastanou pro hodnotu parametru
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jemuz odpovida relativni frekvence kritickych otacek
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pricemz ()., je hodnota vlastni frekvence rotoru ulozeného na nekonec¢né tuhych loziskach.
Relativni citlivost na nevyvazek v kritickych otackach je
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Tato zévislost je vynesena v obrazku 1. Z néj vyplyva, ze prilis velky atlum lozisek je stejné
Spatny jako prili§ maly utlum. Optimalni utlum je ten, pro ktery Spickova citlivost podle rov.

(5) bude miniméalni. To nastane pro ¢*> = p, takZe optimalni (minimélni) citlivost rotoru na
nevyvazek bude
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Obrazek 1: Citlivost rotoru pii kritickych otackach na nevyvazek

3. Vynucené pri¢né kmitani rotoru

Predpokladejme pro nase ucely, ze obecny izotropni rotor jako linearni kontinuum se

otaci v absolutnim prostoru o osach v, w, = konstantni thlovou rychlosti w, a ze je vystaven
odstfedivym sildm od nevyvazenosti u(x), kterou muzeme rozlozit do slozek

w(,t) = [ () ] u(z) [ v ] ot (7)

Uy (x, 1)
Zde pouzitou (komplexni) nevyvazenost u(z) lze zapsat i ve tvaru
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Obrazek 2: Prostorova nevyvazenost

pokud za referen¢ni smér byl zvolen smér vertikalni v. Ustalené krouzivé kmitani od odsttedi-
vého silového zatizeni je (viz [7])

qlz) = [ i ] = [ Glagw)u(©) de, (9)

kde G(z,&,w) je matice Greenovych rezolvent (pfi¢inkovych funkei v misté x od sily ptsobici
v misté ¢ pii frekvenci rotace w).

Diskrétni linearni model rotoru v obecnych loziskach popisuje systém n linearnich dife-
rencialnich rovnic druhého radu

M q(t) + Bq(t) + Kq(t) = f(1) (10)

s positivné definitni hmotnostni matici M a obecné nesymetrickymi maticemi tlumeni B a tu-
hosti K. Tuto rovnici lze pfevést do stavového prostoru dimenze 2n pomoci modifikovanych
stavovych rovnic
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Cs= [I,,0,] Ds= O, Eszlg\);jgﬂ
Vlastni problém tlohy vyplyne z homogenizované 1. rovnice (11) ve tvaru
EsVA = AgV (13)

EsWAY = Aflw,



kde A je spektralni matice, V' je modalni matice pravostrannych vlastnich vektori a W je
modalni matice adjungované ulohy (levostrannych vlastnich vektori). VSechny zde zminéné
matice jsou komplexni.

Po vynésobeni 1. rovnice zleva matici W dostaneme
WIEsV A = WAV (14)
Provedeme-li totéz s 2. rovnici a matici V¥, dostaneme po hermitovské transpozici vysledku
AWIE,V = WHALV (15)
Protoze se pravé strany rovnaji, musi byt stejné i levé, totiz
AWHEsV = WHEGV A (16)

S ohledem na diagonalnost spektralni matice A musi byt pro splnéni této podminky i matice
WHEsV diagonalni. Je potom vyhodné normalizovat modélni matice tak, aby

WHE,V = I,
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WHEAV = A (17)

Tyto dvé rovnice vyjadiuji tzv. podminky ortonormality vlastnich tvard kmitani.

Aplikujme na rov. (11) Fourierovu transformaci. Pro nulové poc¢ateéni podminky dosta-
neme z 1. rovnice

vs(w) = [iw Es — As] ' Bg f(w) (18)

a z druhé rovnice potom
q(w) = {Cs[iw Es — Ag]™' Bs+ Dg} f(w) (19)
Vyraz ve slozené zavorce predstavuje matici G(w) frekvencnich pfenosti buzeni na vychylky.

Ten dale upravme na

Gw)=[I,,0,]V[iwuWlEsV —WHASV]leléﬂ : (20)

odkud matici frekvenénich prenosu linearni soustavy (rotoru) vypocteme jako
Gw) =V, [iwly — A" W], (21)

kde indexy ¢ vyjadiuji vychylkovou ¢ast modalnich matic.

4. Vyvazovani pruznych rotoru

V procesu vyvaZzovani pridavame k neznamé pocateéni nevyvéazenosti u,(x) jinou nevy-
vazenost uy(z) takovou, aby odezva podle rov. (9) vyvoland zbytkovou nevyvazenosti

u, () = uo(z) + up(z) (22)

byla v pozadovaném intervalu frekvenci rotace ptijatelna. Z praktickych divodd ma pridavna
nevyvazenost u,(x) diskrétni charakter dany umisténim a poc¢tem tzv. vyvazovacich rovin:

s
up(z) = z_:lubs dx — xy), (23)

kde §(x — z;) je Diractiv impuls v bodé = = x4, x, je poloha a s index vyvazovaci roviny a up,s
je vyvazek v bodé r = x;.



4.1. Bodové vyvazovani

Bodové vyvazovani rotorti se provadi odedavna. Plivodni jeho verze byla zkusma, rea-
lizovana v fadé vyvazovacich béhi rotoru — jizd. Pii nich se sledovalo, jak se méni vibrace
v zavislosti na velikosti, poloze a natoceni jednotlivych zavazi. Proces konvergoval velmi po-
malu. Rozvoj mérici techniky celou zélezitost usnadnil v tom, Ze umoznil méfit s dostatecnou
pfesnosti amplitudu i fizi kmitani konstrukce q(z,,) zvolenych v mistech x,,. Diskretizaci mist
buzeni i méfeni vznikl analog k rovnici (9):

qjx = W}% G (wr) uy, (24)
kde vektor q;; mé za prvky méfené odezvy (vibrace) v j-té jizdé pii frekvenci rotace wy, a vek-
tor u; je souctem neznamé nevyvazenosti u, koncentrované do vyvazovacich rovin a vektoru
vyvazkil uy; obsahujicim v kazdé jizdé jen jeden zkusebni vyvazek s ostatnimi nulovymi. Poca-
tecni nevyvazenost vyvolala pfi vychozi jizdé s indexem j = 0 vektor odezev q,. Pii j-té jizdé
s pocatecnim nevyvazkem a se zkusebnim vyvazkem se naméii odezva g, obsahujici nejen uci-
nek zabudovaného zavazi, ale i pocatecni nevyvazenosti. Rozdil odezev g, — g, je oCisténym
ucinkem zkusebniho nevyvazku wy; pii vyvazovaci frekvenci wy.

Aij =4 — 4o = Wi% G(Wk) (uj - Uo) =Gy A'Udbj- (25)

Odtud lze sestavit systém komplexnich linearnich rovnic

Aqyy, - 7AQ1J G,
Agyy, -, A G
d:n | qs; _ :2 [ Aupy, Awgg, -+, Aupy | (26)
Aqpy, -, Aqgy Gx U
Q G

kde @ je matice ucinki bodovych zavazi tvoricich diagonalni matici U a G, je matice frekvenc-
nich pienosti nevyvazk na odezvy se submaticemi G}, = w? G(wy,) pfi frekvenci wy. Sloupce
matice @ jsou tvofeny ucinky zkusSebnich zavazi ve vSech méticich mistech pii vsech K vyva-
zovacich otackach. Radky matice Q obsahuji subvektory t¢inkt riznych zkusebnich vyvazki
Ag,,. pii stejnych vyvazovacich otackach v J jizdach. Protoze je systém (26) linearni, pak line-
arni kombinace vektortd nevyvazkil vyvola stejnou linearni kombinaci jejich G¢inkt. Proto 1ze
zadat, aby zatim neznamaé linearni kombinace zkusebnich vyvazkt vynulovala odezvu pii vSech
vyvazovacich otackach

qg,+Qc =0 = q,+G,Uc (27)
Odtud lze z levé c¢asti rovnosti vypocitat vektor koeficientt linearni kombinace zavazi jako
c=-Q"q,, (28)

kde Q™ je pseudoinverzni matice ke Q, a vyslednou skupinu zavazi
u,=Uec. (29)

Nalezené teseni je optimalni ve smyslu nejmensich ¢tvercii odchylek — rezidualnich vibraci.
Na tento postup prisel nejdiive Juli§ [3] a teprve po ném casto citovany Goodman (viz [4]).
S ohledem na stav vypocetni techniky, kterd v té dobé znala pouze salové pocitace a nebyla
proto pfi vyvazovani operativné k dispozici, myslenky obou zapadly a byly az po 1étech znovu
objeveny (viz [8], [9]).



4.2. Skupinové vyvazovani

V minulosti se vyvazovaci rovnice fesily jen priblizné grafickopocetnim zptisobem a skla-
danim ucinkt jednotlivych zavazi. Bodové vyvazovani vsak vedlo na matice @, v nichz byla
vysoka korelovanost mezi sloupci, protoze bodové buzeni obsahujici impuls §(z — z) lze rozlo-
zit rovnomérné do vSech vlnovych délek. To mélo za nésledek, Ze feseni vyvazovacich rovnic ne
vzdy konvergovalo pro $patnou podminénost tilohy. To objevil nas vynikajici technik Ing. Simek
[1], ktery davno pted slavnym Prof. Bishopem [2] zacal uzivat k vyvazovani modalni piistup,
ktery nazval skupinovym vyvazovanim.

Skupinové vyvazovani se lisi od bodového tim, Ze misto osamélych zkusebnich vyvazkt
pripeviiovanych postupné do jednotlivych vyvazovacich rovin pouziva pii kazdé jizdé skupinu
vyvazkl obsahujici vzdy nékolik vyvazki v riznych vyvazovacich rovinach. S témito skupinami
se potom pracuje zcela stejné, jako tomu bylo u jednoduchych zkusebnich vyvazki.

Obecné skupina zkusebnich zavazi Au,; je souctem bodovych zkusebnich vyvazka
A'&j = A’U,sj (S(I - LL’S) (30)

Postupnym piipojovanim téchto skupin ziskame z vyvazovacich jizd odezvy opét podle rovnice
(26), avsak s tim rozdilem, Zze matice U nebude jiz pouze diagondalni, ale bude obsahovat
i mimodiagonalni prvky. I feSeni téchto vyvazovacich rovnic ma stejny tvar (28) jako u bodového
vyvazovani. Vektor obecné komplexnich koeficientii optimalni linearni kombinace zavazi se vsak
v tomto pfipadé aplikuje na celé skupiny zkuSebnich vyvazki podle rov. (29). Protoze postup
je stejny jako v predchazejicim pripadé, lze na bodové vyvazky hledét jako na degenerované
vyvazovaci skupiny.

Zatim nebyla kladena na zkusebni vyvazovaci skupiny zadna podminka, takze by se mohlo
zdat, ze mohou byt libovolné. Ve skutecnosti vsak plati tato omezeni:

a) V S vyvazovacich rovinach lze vytvorit maximalné S nezavislych zkuSebnich skupin.
b) Je-li pocet jizd J > S, je v matici U alespori J — S linedrné zavislych skupin, které
vygeneruji stejny pocet linearné zavislych odezev.

c¢) Libovolna volba skupin nemusi byt optimalni.

4.3. Modalni vyvazovani

Je specialnim typem skupinového vyvazovani oznacovanym také jako tvarové vyvazovani.
Resi omezeni formulované v bodé c) predchoziho odstavce. Vyuziva se pii tom skutecnosti,
ze vyvazovaci skupiny, jejichz vyvazky jsou afinni k jistému tvaru kmitu, vyvolavaji jen tento
tvar, zatimco k ostatnim tvartim kmitu jsou bez uc¢inku. Bude-li rotor buzen skupinami U, pak
odezvy podle rov. (26) budou

Q

W Gw)U (31)
= WV, [iwly — A7 WU
V pripadé, ze bude U tumérna M V75, budou sloupce matice QQ komplexnimi amplitudami

vynuceného kmitani pfislusného tvaru kmitu, jak vyplyva z frekvencniho prenosu. Z podminky
ortonormality mtzeme urcit poméry vyvazkia ve skupiné z rovnice

WilU =1, (32)

Takto lze urc¢ovat modalni vyvazovaci skupiny jiz v etapé€ konstruovani rotoru za pomoci
vysledkil Teseni problému vlastnich ¢isel rotoru ve zvolenych loziskach. Skuteénd zavazi ve



vyvazovacich rovinach se pak voli jako U = UD, kde D je diagonalni matice vhodnych
méritek.

Prakticky postup pii pfiblizném modalnim vyvazovani je jednodussi. Na rotor s evkladaji
zkusebni vyvazky pravé jen v takovém poctu, odpovidajicim poradi kritickych otacek, t.j. poradi
vlastniho tvaru. Pro vyvazovani prvniho tvaru se pouzije jedno zavazi, pro druhy tvar dvojice
zavazi, pro tfeti tvar trojice atd. Nedostatkem tohoto postupu je, ze nova skupina mtize porusit
vyvazeni rotoru prii jiném tvaru kmitu.

4.4. Optimalizace vyvazovaciho postupu

Nejjednodussi zptisob optimalizovaného vyvazovani byl jiz uveden. Jde o minimalizaci
sumy kvadratt rezidualnich vibraci rotoru piip. stroje ve vybranych mistech, ktera je popsana
rovnicemi (28) a (29), v nichz se pouziva pseudoinverze matice Q uc¢inku zkusebnich skupin
zavazi. Cilova funkce, ktera se minimalizovala, byla druhou mocninou kvadratické (Euclidovy)
normy vektoru rezidualnich vibraci r = q, + Q c. Byla jen specidlnim pfipadem z celé rodiny
cilovych funkci obecnéjsiho tvaru, totiz p-té mocniny L, normy vektoru r definované jako

L,- \/W (33)

Zvlastnimi pripady jsou potom rtzné cilové funkce

file) = > Irnl
fale) = 3 lrml® (34)
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Obrazek 3: Prostorové kmitani rotoru turbosoustroji pfi vyvazovacich otackach [ot/min)]

Z hlediska vyrobce i provozovatele stroje nedava vSak kvadratickd norma optimalni vib-
racni stav. Ten se totiz nehodnoti energeticky, ale podle norem, které limituji maximalni am-



plitudy vychylek nebo rychlosti kmitani. Proto by za optimalni kriterium mohla slouzit Ceby-
Sevova norma jako limitni piipad L, normy:

foolc) = ;}Lngo [ [P = max |1, (35)

O téchto a i jinych postupech se pojednava v [10].

Jako piiklad optimalizovaného vyvazovani uvedme piipad rotort turbiny a generdtoru
spojenych pevnou spojkou a ulozenych ve ¢tyrech kluznych loziskach. Mérilo se ve vertikalnim
(v) a horizontalnim (w) sméru ve vSech loziskach. Pro vkladani vyvazovacich zavazi bylo k dis-
pozici pét vyvazovacich rovin, dvé na turbiné a ti na generatoru. Na previslych koncich nebyla
zaddna vyvazovaci rovina. Za vyvazovaci otacky byly zvoleny otacky blizké ke kritickym otackam
stroje. Pocatecni stav a vysledek optimalizovaného vyvazovani jsou patrny z obr. 3, z néhoz
vyplyva, Ze sniZeni vibraci v oblasti lozisek (v nichz bylo méteno) bylo pronikavé. Naproti tomu
na previslém konci, kde se ani neméiilo, ani nebyla vyvazovaci rovina, se vibrace snizily jen
malo.

5. Zavér

V predchazejicich odstavcich se feSily nékteré problémy spojené s optimalizovanym vy-
vazovanim pruznych rotort jako linearnich soustav. Ukézalo se, Ze jiz konstruktér mutze pod-
statnym zptsobem ovlivnit citlivost rotoru na nevyvazenost vhodnou volbou ttlumu pouzi-
tého ulozeni. Déle byly podany zakladni rysy riznych pfistupi k vyvazovani pruznych rotort
a ukazano, ze modalni vyvazovani s navzajem ortogonalnimi skupinami zavazi dava teoreticky
nejlepsi vysledky.

Prispévek nefesi problémy vyvazovani rotori neisotropnich nebo s nelinearitami v ulozeni,
prii nichz uvedené postupy lze pouzit jen v pfibliZzeni a v itera¢nim rezimu.
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